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1 Introduction

Selon Wikipedia, “La statistique est la discipline qui étudie des phénomenes a travers la collecte de données, leur
traitement, leur analyse, I'interprétation des résultats et leur présentation afin de rendre ces données compréhensibles
par tous.”

On peut donc distinguer plusieurs étapes dans une analyse statistique:

1. Collecte des données. Cette étape est généralement réalisée par des praticiens méme si des méthodes statis-
tiques peuvent étre utilisées pour ’optimiser’ le recueil des données. Cette étape sera peu abordée dans le cadre
de ce cours, on supposera que les données ont déja été collectées.

2. Phase exploratoire d’analyse des données. L’objectif de cette étape est de synthétiser I'information con-
tenue dans les données afin de mettre en évidence certaines propriétés et de suggérer des hypotheses. Cela peut
étre réalisé en calculant des valeurs numériques (moyennes, écart types, proportions, ...), ou sous la forme de
graphiques (histogrammes, camenberts...) et de tableaux. On peut également utiliser des méthodes plus sophis-
tiquées comme 'analyse en composantes principales vue dans le cours d’analyse de données. Cette étape sera
également peu abordée dans le cadre de ce cours.

3. Modélisation. Cette étape sera ’objet principal de cours. Elle consiste a développer un modéle mathématique
adapté aux données avec généralement pour objectif de valider ou d’infirmer les hypotheses faites dans la phase
exploratoire, de résumer 'information contenue dans les données ou de faire des prédictions.

4. Interprétation et présentation des résultats (ou du modéle). Les résultats de la modélisation math-
ématique peuvent étre difficiles & comprendre pour les non-spécialistes, par exemple pour des décideurs qui
veulent prendre en compte les résultats obtenus lors d’une analyse statistique. Il faut alors réfléchir a la maniere
d’expliquer les résultats obtenus, généralement sur la forme de graphiques ou de résumés numériques. Ce point
sera partiellement abordé dans le cadre de cours (intervalles de confiance, tests d’hypotheses).

Les trois exemples ci-dessous serviront & illustrer ce cours :

o Sondage. Afin d’estimer les intentions de vote lors du deuxiéme tour d’une élection présidentielle, un institut
réalise un sondage. Sur 1000 personnes interrogées au hasard parmi la population francaise, 520 pensent voter
pour le candidat A et 480 pour le candidat B. Que peut-on en déduire sur les intentions de vote dans la population
francaise? Avec quelle précision le sondage effectué permet t’il d’estimer le pourcentage d’intention de vote en
faveur du candidat A7 Peut on déduire de ce sondage, avec une certaine confiance, que a la date du sondage le
candidat A est en téte?

e Risque innondation : nombre et montant des innondations couvertes par le régime Cat Nat. En
France, les risques liés aux inondations sont couverts par le régime d’indemnisation des catastrophes naturelles
(régime Cat Nat’) créé par la loi du 13 juillet 1982. Dans le cadre de cours, on considérera les deux jeux de
données suivants (source https://geoportail.ccr.fr/portal/apps/sites/# /bilancatnat).

— Nombre de communes reconnues Cat Nat par an au titre des inondations.


https://geoportail.ccr.fr/portal/apps/sites/#/bilancatnat

— Cofit des sinistres Cat Nat par an au titre des inondations (en millions d’euros, montants actualisés en euros
2022).

Les deux jeux de données sont disponibles sur la période 1984-2020 et sont représentés sur les figures ci-dessous.
Un actuaire pourrait étre amené a se poser les questions suivantes. Que peut-on en déduire sur le nombre de
communes et le colit moyen des sinistres Cat Nat? Quelle est la probabilité d’avoir plus de 1 milliards d’euros
de sinistres Cat Nat inondation en une année?

head(datasin)

## An Montant Nombre
## 1 1984 52 1289
## 2 1985 29 529
## 3 1986 110 1621
## 4 1987 404 1203
## 5 1988 605 2675
## 6 1989 66 531
library(ggplot2)

## Warning: le package ’ggplot2’ a été compilé avec la version R 4.2.2

ggplot (datasin, aes(x=An, y=Nombre)) +
geom_bar(stat = "identity", width=0.5)
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ggplot (datasin, aes(x=An, y=Montant)) +
geom_bar(stat = "identity", width=0.5)
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La modélisation statistique repose principalement sur la théorie des probabilités qui sera considérée comme un
prérequis de ce cours. D’autres outils sont importants pour un statisticien, notamment I’informatique qui permet
d’implémenter les méthodes statistiques sur les jeux de données & disposition (souvent volumineux) ainsi que la
connaissance du domaine concerné par les données (par exemple actuariat, santé, finance, environnement, etc) qui est
généralement apportée par un expert du domaine pour guider la modélisation.

2 Théorie de ’estimation

2.1 Echantillon

On note (z1,...,z,) € X™ les données disponibles, avec n le nombre d’individus, x; la valeur observée pour le iéme
individu. X représente ’espace des valeurs possibles pour les observations et dépend donc des données considérées.
Revenous sur les exemples du cours.

e Sondage. On a n = 1000. Les données sont qualitatives, les personnes sondées ayant deux réponses possibles,
’Candidat A’ ou ’Candidat B’. Il est toujours possible de recoder les variables qualitatives par des variables
discretes. Par exemple, on pourra supposer que x; = 0 si la ieme personne répond ’Candidat A’ et z; = 1 si ieme
personne répond ’Candidat B”. On a alors X = {0, 1}.

¢ Risque innondation. Ici les individus sont les années et n = 37. Les données qui décrivent le nombre de

sinistres sont a valeurs entieres et X = N. Les données qui décrivent le montant des sinistres sont a valeurs
réelles et X = R.

Dans le cadre de ce cours, on supposera que X C R. Cela exclut notamment les jeux de données multivariés (X C RP
avec p le nombre de variables).

Il existe généralement des sources d’incertitude dans la collecte des données. D’un point de vue mathématique, ces
différentes sources d’incertitudes seront modélisées en supposant que les observations sont une réalisation d’une



expérience aléatoire, c’est & dire qu’il existe un vecteur aléatoire (X7, ..., X, ) défini sur un espace probabilisé
(Q, F,P) tel que (z1,...,2,) = (X1(w), ..., Xn(w)) avec w € Q. Par exemple, dans les exemples introduits ci-dessus:

e Sondage. Les individus considérés sont choisis au hasard parmi un grand nombre d’individus. Si on recommence
l’expérience, il y a de fortes chances qu’on choisisse d’autres individus et qu’on obtienne des résultats différents
: le résultat de ’expérience est "aléatoire".

e Risque innondation. L’incertitude est liée a la complexité des phénomenes étudiés : la survenance d’un
évenement naturel telle qu'une inondation ne peut pas étre prévue de maniere déterministe avec les méthodes
scientifiques actuelles.

o Erreur/imprécisions dans la collecte des données. Par exemple, le calcul du montant total des sinistres
sur une année peut étre sujets & différentes erreurs/approximations qui peuvent étre modélisées par des variables
aléatoires.

Remarque : une variable aléatoire X; est une application mesurable, la mesurabilité dépend donc de la tribu A
qu’on choisit sur I’espace X. Par défaut, on prendra la tribu des boréliens pour les variables continues et ’ensemble
des parties de X pour les variables aléatoires discretes ou finies.

L’étape de modélisation consiste a faire des hypotheses sur la loi de probabilité du vecteur aléatoire (X7, ..., X, ). Dans
le cadre de ce chapitre, on supposera que ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d). Il s’agit du cadre le plus simple, mais cette hypothése n’est pas toujours réaliste.

e Lorsqu’on considére des phénomenes indexés par le temps, I’hypothese d’indépendance n’est généralement pas
vérifiée. Par exemple, si (1,22, ...,2,) désigne la température & Brest pendant n jours successifs, alors on ne
peut généralement pas supposer que les observations successives x; et x;41 proviennent de variables aléatoires
indépendantes (si il fait chaud un jour, il y a plus de chances qu’il fasse aussi chaud le lendemain).

o Dans de nombreuses situations, la loi de la variable dépend d’autres variables (les variables explicatives).
L’hypothese “identiquement distribuée” n’est plus vérifiée. Par exemple sur l'exemple des inondations, la
distribution du montant ou du nombre de sinistres est potentiellement différente en 1984 et 2020 & cause du
réchauffement climatique, des changements de réglementation, des changements dans les régles d’urbanisme,
etc. L’hypothese ’identiquement distribuée’ semble donc discutable ici. Un cadre classique pour modéliser des
données non i.i.d. est celui des modeles de régression.

Définition 1 On appelle n-échantillon d’une loi de probabilité P une suite (X1, ..., X,,) de variables aléatoires (v.a.)
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) qui suivent la loi de probabilité P. On notera X1, ..., Xy ~iia P

A retenir :

o On utilise des lettres minuscules (z;) pour noter les observations. Ce sont des quantités déterministes (nombres
réels) qui sont supposés étre une réalisation d’une variable aléatoire.

e On utilise des lettres majuscules (X;) pour noter les variables aléatoires associées. On suppose dans le cadre de
ce cours que ces variables aléatoires sont i.i.d. ("échantillon").

e La quantité d’intérét pour de nombreuses applications est la loi commune P de ces variables aléatoires ou certaines
caractéristiques de cette loi (par exemple espérance, variance, quantiles).

2.2 Modele paramétrique

On va supposer dans ce chapitre que la loi de probabilité commune de X7, Xo, ..., X, est un loi de probabilité qui
dépend d’un parameétre inconnu 0 € © avec © C R*. On parle alors de modele “paramétrique” et on notera

X17 ~-~7Xn ~iid ]P)G

Nous proposons ci-dessous des modeles paramétriques pour les trois exemples du cours.



e Sondage. On rappelle que les résultats sont codés de la maniére suivante

— x; = 0 si la iéme personne sondée pense voter pour A

— x; = 1 si la iéme personne sondée pense voter pour B

Il semble naturel de supposer que (1, ..., Z, ) est une réalisation d’un échantillon (X1, ..., X;,) d’une loi de Bernoulli
de parameétre inconnu @ avec § € © =]0,1[. § = P[X; = 1] représente la probabilité qu'un individu choisi au
hasard vote pour le candidat B. Ce modele paramétrique (appelé "modeéle de Bernoulli") sera noté

Xl, ceey Xn ~iid Ber(@)
avec 6 €]0, 1] un parameétre inconnu.

e Nombre d’inondations. Ici les observations sont a valeurs dans X = N. Une loi usuelle en actuariat pour
modéliser le nombre d’événements ou de sinistres est la loi de Poisson. On rappelle que X; ~ Pois() si

o=

P(X; = x;) = exp(—0) ol

pour z; € N. Un modele paramétrique possible pour décrire les observations consiste alors a supposer (modéle
de Poisson) que
)(17 ,Xn ~iid PO’LS(G)

avec § € RT™ un paramétre inconnu. D’autres choix de modéles paramétriques seraient possibles ici et il serait
intéressant de vérifier que le choix de la loi de Poisson est approprié pour les données. Ceci sera discuté dans la
suite du cours.

e Montant des inondations. Ici les observations sont a valeurs dans X = R. Le modeéle paramétrique le plus
classique pour les variables aléatoires réelles est le modele gaussien. On suppose alors (modeéle gaussien) que

Xl, ,Xn ~iid N(:U/702)

avec N (1, 0?) la loi normale d’espérance p et de variance o2 et § = (u,0?) le parametre inconnu a valeurs dans
© = R x R™. D’autres choix de modeles paramétriques seraient possibles, par exemple on utilise souvent la
loi Gamma pour décrire le montant des sinistres en actuariat. Le modeéle gaussien peut parfois se justifier de
maniere théorique par le théoreme central limite, lorsque les observations sont obtenues en faisant la moyenne sur
un grand nombre de valeurs. Nous verrons dans la suite du cours que le choix de la loi normale a de nombreux
avantages d’'un point de vue analytique et qu’il existe des méthodes pour vérifier si le choix de la loi normale est
approprié.

2.3 Estimateur

Une fois le modele paramétrique choisi, on cherche généralement & estimer le parameétre inconnu 6 a partir des obser-
vations disponibles.

Définition 2 Soit (X1, ..., X,) un n-échantillon d’une loi Py. Un estimateur du paramétre inconnu 6 est une variable
aléatoire T = ¢g(X1,...,Xpn) qui s’exprime en fonction de (Xi,...,X,). Une estimation de 0 est alors la valeur
numérique prise par cette statistique sur la réalisation particuliére qui correspond aux données, c’est a dire la quantité

t= g(x17 717”)
Nous proposons ci-dessous des estimateurs pour les trois exemples du cours.

o Sondage. On considére le modéle paramétrique Xy, ..., X,, ~;iq Ber(f). Le paramétre inconnu 6 est la proba-
bilité qu’'un individu choisi au hasard vote pour le candidat B. Une estimation naturelle de cette probabilité est
la fréquence empirique de vote pour le candidat B parmi les 1000 personnes sondées, c’est a dire

1 1<
= — d{i e 1’-“’ i:l = — i
f —car {i e{ n}lx } n;x



Pour le sondage réalisé, I’estimation obtenue est f = 0.48. Cette valeur numérique est une réalisation de la
variable aléatoire

qui est un estimateur du parametre inconnue 6.

« Nombre d’inondations. On considére le modele paramétrique X7, ..., X, ~iiq Pois(6) avec § € RT* le
parametre inconnu. On rappelle que l'espérance d’une loi de Poisson est donnée par E[X;] = 6. Un estimateur
usuel de E[X;] est la moyenne empirique définie par

o Xt X,
n

On peut faire lapplication numérique sur les données (cf ci-dessous), et on obtient Z = 2629 comme estimation
de 6.

mean (datasin$Nombre)

## [1] 2628.865

e Montant des inondations. On considere le modele paramétrique
le eeey Xn ~iid N(M) 02)

avec i = E[X;], 0% = var(X;) et 0 = (u,0%) € R x RT* le parametre inconnu. Un estimateur naturel de u est la
moyenne empirique introduite ci-dessus. Un estimateur usuel de 02 = var(X) = E[X?] — E[X]? est la variance
empirique définie par

n
X2 _ 1 _
PP SN SR ofp g 03
- S (Xi—X)
i=1
On peut faire 'application numérique sur les données (cf ci-dessous), et on obtient £ = 609 comme estimation de
p et s> = 495 comme estimation de o2. Z s’interpréte comme le montant moyen des sinistres et s = v/s2 mesure

la dispersion des sinistres autour de la valeur moyenne. Ces deux quantités ont la méme unité que les données
de départ.

mean (datasin$Montant)

## [1] 608.7838

mean (datasin$Montant~2) -mean(datasin$Montant) "2

## [1] 244741

sqrt (mean(datasin$Montant "2) -mean(datasin$Montant) “2)

## [1] 494.7131

Le tableau ci-dessous récapitule les trois exemples discutés dans le cours.

Dans la suite du cours, les variables aléatoires (par exemple X;, F, X et S) sont notées avec des lettres majuscules,
les observations (z;) et les estimations (f, Z, s) avec des lettres minuscules. Les parameétres inconnus sont notés avec
des lettres grecques (par exemple 0, u, o).

Sur I’exemple des sinistres inondation, on appelle souvent (abusivement) “moyenne” les quantités p, z et X. Pourtant
ce sont des objets de nature différente!



‘ X A Py © Estimateur Estimation

Sondage {0,1} P({0,1})  Ber() 10, 1] F=X 0.48
Nombre d’inondations N P(N) Pois(0) R** X 2629
Montant des inondations | R B(R)  N(u,0?) RxR (X,8) (609,495)

Table 1: Modele, estimateur et estimation pour les trois exemples du cours.

2.4 Propriétés des estimateurs

On peut toujours définir une infinité d’estimateurs pour un parameétre inconnu donné et en pratique on cherchera a
utiliser le “meilleur” de ces estimateurs. Ceci nécessite de définir ce qu’est un bon estimateur. Dans ce paragraphe, T
est un estimateur du parametre inconnu ¢ € R (parameétre inconnu scalaire).

2.4.1 Biais d’un estimateur

Définition 3 On appelle biais de ’estimateur T la quantité
biais(T) = E(T) — 0.

On dit que Uestimateur T' est sans biais lorsque biais(T) = 0, c’est 4 dire lorsque E[T] = 6. Lorsque biais(T) > 0
(resp. biais(T) < 0) on dit que lestimateur sur-estime (resp. sous-estime) le paramétre inconnu. Le biais représente
"Uerreur moyenne” qui est faite lorsqu’on utilise T pour estimer 6.

Proposition 1 o Si(X1,...,X,) est un n-échantillon d'une loi d’espérance E[X;] = u, alors X est un estimateur
sans biais de p. En particulier, si (X1, ..., X,) est un n-échantillon de Bernoulli de paramétre 6 alors F = X est
un estimateur sans biais de 6.

e Si on suppose en outre que var(X;) = 0% < co alors E[S?] = ”77102. 52 est donc un estimateur biaisé de o2, et
on préfére parfois utiliser l'estimateur corrigé
n 1 -
2 2 Z 72
Scorr:n_ls :n_li_l(Xi_X)

qui est un estimateur sans biais de o2.

Preuve. Si (X1, ..., X,,) est un n-échantillon d’une loi d’espérance u alors

E[j(] — E[W]

E[X] + ... + E[X,]

On suppose que 02 < co. Par définition,

et de la décomposition (X; — X) = (X; — u) — (X — ), on déduit que:

n

§2 = 23X )= 2K — W)X~ ) + (X — )
= D )P 2X - ) Y (X = )+ (X 02
= =Y (Xi—w)? = (X —p)?
i=1



Donc

Il reste a calculer

Finalement,

E[S?] = o-.

Remarque 1 De nombreuz logiciels statistiques (Excel, R, SAS mais pas Python) calculent par défaut lestimateur

sans biais de la variance S, défini ci-dessus. Ceci est illustré dans les codes R ci-dessous.

n=10
x=rnorm(n) #simulation d'un échantillon de taille n d'une loi N(O0,1)
x #valeurs simulées

## [1] 1.7256577 -0.7466203 -0.0504417 -1.7169062 -1.1614870 -0.4103647
## [7] 0.5039076 0.3365910 -0.4059854 2.1916607

#la variance théorique de la lot est sigma 2=1.
sum((x-mean(x))"2)/n #estimateur biaisé

## [1] 1.333144

sum((x-mean(x)) "2)/(n-1) #estimateur sans biais

## [1] 1.481271

var(x) #wvar calcule l'estimateur sans biais

## [1] 1.481271

Les simulations ci-dessous montrent que I'estimateur biaisé S? tend & sous-estimer la variance. Cette sous-estimation
systématique disparait avec ’estimateur sans biais. La différence entre les deux estimateurs peut étre importante pour
les petits échantillons (n petit) mais devient négligeable pour les grands échantillons.



n=10

#simulation d'un échantillon de taille n d'une loi N(mu,sigma 2)
#avec mu=0 et sigma=1

x=rnorm(n)

x #valeurs simulées

## [1] -0.54930625 -1.24854638 1.36661060 1.74606532 -0.39759259 0.54650154
## [7] 0.02261887 -0.56353487 -0.91685442 -0.52229065

#estimation de mu 4 partir des données simulées
mean (x)

## [1] -0.05163288

#estimation de sigma"2 d partir des données simulées
sum((x-mean(x))"2)/n #estimateur biaisé de sigma 2

## [1] 0.8638551

sum((x-mean(x))"2)/(n-1) #estimateur sans biais de sigma 2

## [1] 0.959839

var(x) #wvar calcule l'estimateur sans biais

## [1] 0.959839

#répétons l'expérience précédente 1000 fois et stockons les résultats
m=NULL
s2=NULL
s2corr=NULL
for (i in 1:1000){
x=rnorm(n) #simulation d'un échantillon de taille mn d'une loi N(0,1)
m[i]=mean(x)
s2[i]l=sum((x-mean(x))"2)/n #estimateur biaisé
s2corr[i]l=sum((x-mean(x))"2)/(n-1) #estimateur sans biais

}

mean(m) #estimateur sans biais

## [1] -0.005383677

mean(s2) #moyenne des estimations biaisées : sous—estime la vrate valeur 1

## [1] 0.8972535

mean(s2corr) #moyenne des estimations non-biaisées : proche de la vraie valeur 1

## [1] 0.9969483



#0n peut représenter la distribution empirique des 1000 valeurs simulées avec un histogramme

par( c(1,3))
hist(m, 'Estimateur de mu')
abline(v=0, 'blue')
hist(s2, seq(0,max(s2corr+.2), .2), 'Estimateur biaisé de sigma”2')
abline(v=1, '"blue')
hist(s2corr, seq(0,max(s2corr+.2), .2), 'Estimateur sans biais de sigma”2')
abline(v=1, '"blue')
Estimateur de mu Estimateur biaise de sigma®. Estimateur sans biais de sigmas
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2.4.2 Erreur quadratique d’un estimateur

La figure ci-dessous montre la distribution de 4 estimateurs du parametre inconnu matérialisé par la ligne bleue.

Les estimateurs 77 et 75 sont sans biais. L’estimateur 77 semble ‘plus proche’ en général de la vraie valeur que
Pestimateur T car sa variance (qui mesure la dispersion autour de son espérance) est plus faible.

11 est plus difficile de comparer les estimateurs 15, T3 et T} :

e T, est sans biais, mais sa variance est importante,

o T3 est légerement biaisé (1égeére surestimation en moyenne) mais sa variance est plus faible de T4 et il semble en
général plus proche de la vraie valeur que 75,

o T3 est fortement biaisé ( les estimations obtenues sont systématiquement au-dessus de la vraie valeur) mais sa
variance est plus petite que les autres estimateurs.

10



T1 : sans biais, variance petite T2 : sans biais, variance grande
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Le risque quadratique d’un estimateur permet de prendre en compte a la fois son biais et sa variance.

Définition 4 L’erreur quadratique moyenne (EQM) de l’estimateur T est définie par
EQM(T) = E[(T — 0)?].
On dira que Uestimateur Ty est plus précis que Uestimateur Ty si EQM (T1) < EQM (T3).

Remarque 2 On peut vérifier que
E[(T - 0)?] = var(T) + E[(T — 0)]?

c’est a dire que Uerreur quadratique moyenne est égale a la variance de l'estimateur plus le biais de l’estimateur au

carré. Lorsque l'estimateur est non-biaisé, ’EQM coincide avec la variance : parmi deux estimateurs sans biais, le
plus précis est donc celui de variance minimale. Cette formule est également utile en pratique pour calculer 'EQM des

estimateurs usuels.

Remarque 3 Sur l'exemple de la figure précédente, on peut vérifier que
EQM(T)) < EQM(T3) < EQM(Ty) < EQM (Ty).

En particulier, l'estimateur biaisé T3 est plus précis que ’estimateur sans biais Ty .

Proposition 2 Si (X1, ..., X,,) est un n-échantillon d’une loi d’espérance u et de variance o < oo, alors

0.2

EQM(X) = var(X) = —.

n
En particulier, si (X1, ..., X,) est un échantillon de Bernoulli de paramétre 6 alors
0(1—10
EQM(F) = var(F) = %
Si de plus py = E[(X; — p)*] < oo, alors
H4 n—3 4

2 _ 2 _Hs4e MO
EQM(SZ,,.,.) =var(S5,,,) = p (= 1>0 .

11



Preuve. (partielle) B
Soit (X1, ..., Xp) un échantillon d’une loi d’espérance p et de variance o < co. On a vu que X est un estimateur sans
biais de p et donc

EQM(X) = war(X)

X1+ ...+ X,
= var(——)
n
var(Xy1) + ... + var(X,)
_ <
- on
Le calcul de var(S2,,,) est plus délicat... ]

2.4.3 Propriétés asymptotiques

On notera dans ce paragraphe T;, un estimateur de 6 basé sur un échantillon (X7, ..., X,,) de taille n .

Un bon estimateur doit avoir de bonnes “propriétés asymptotiques”, c’est a dire des propriétés de convergence lorsque
la taille de I’échantillon n — oo.

Les codes et la figure ci-dessous illustrent la convergence de ’estimateur de 6 dans le cas des échantillons de loi Bernoulli
(X1, ..., Xpn) ~iiqa Ber(6). On note

_ 1 & 1
F,=X, = - ZXZ = ﬁcard{i e{l,..n,}|X; =1}
i=1

la fréquence empirique calculée sur un échantillon de taille n. Lorsque n augmente, F,, se ‘concentre’ de plus en plus
autour de 6 (LGN) et la forme de I'histogramme se ‘rapproche’ d’une gaussienne (TCL). A noter que ces résultats
demeurent vrais si on remplace la loi de Bernoulli par une autre distribution tant que var(X;) < +oo.

theta=.8

F10=NULL

F50=NULL

F100=NULL

F1000=NULL

for (i in 1:1074){
x=rbinom (10, 1, theta) #simulation échantillon de Bernoulli de taille n=10
F10[i]=mean(x)
x=rbinom (50, 1, theta) #simulation échantillon de Bernoulli de taille n=50
F50[i] =mean (x)
x=rbinom (100, 1, theta) #simulation échantillon de Bernoulli de taille n=100
F100[i]=mean (x)

x=rbinom (1000, 1, theta) #simulation échantillon de Bernoulli de taille n=1000

F1000[i]=mean (x)

}

par( c(2,2))

hist(F10, c(0,1)) #Histogramme

abline(v=theta, 'blue') #vraie valeur

hist(F50, c(0,1))

abline(v=theta, 'blue')

hist(F100, c(0,1))

abline(v=theta, '"blue')

hist (F1000, c(0,1))

abline(v=theta, 'blue')

12
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Définition 5 T,, est un estimateur convergent de 0 lorsque T, converge p.s. vers 6 lorsque n — oo.

Proposition 3 Si (X1, ..., X,,) est un n-échantillon d’une loi d’espérance u et de variance o® < oo alors

X 4.+ X,
X, =21ttt
n

est un estimateur convergent de p. En particulier, si (X1, ..., Xp) est un échantillon de Bernoulli de paramétre 0 alors

o X1+ ...+ X,
" n
est un estimateur convergent de 6.
Si de plus g = E[(X; — p)*] < oo alors
52 _ X?+ ..+ X2 e
n n
et
n 1 n _
S?m,cm’r = n— 152 = n_1 Z(Xz - X'n)2

sont des estimateurs convergents de o>.
Preuve. Applications directes de la loi des grands nombres (LGN).

De nombreux estimateurs vérifient un TCL, c’est a dire sont tels que
V(T = 6) 5 N(0,0°(6))

lorsque n — oo. On parle alors de “normalité asymptotique”. Intuitivement, cela signifie que les estimateurs usuels
1

convergent avec une vitesse en Tn et qu’on peut utiliser I'approximation

13



Vn(T, —0) =~ N(0,0%(0))

lorsque n est “suffisamment grand”. Ce type de comportement asymptotique est couramment utilisé pour construire
des intervalles de confiance ou réaliser des tests (cf paragraphes suivants) et est donc particuliérement souhaitable.

Proposition 4 Soit (X1, ..., X,) est un échantillon d’une loi d’espérance p et de variance o < oo alors

V(X — 1) 5 N(0,0?)

lorsque n — oo. En particulier, si (Xi,...,X,) est un échantillon de la loi de Bernoulli de paramétre 0 et F,, =
Xt X qlors
n )

Vn(F, —0) 5 N(0,0(1 - 6))

lorsque n — .

Preuve. Utilisation directe du théoreéme central limite (TCL). [ |
2.4.4 Lemme de Slutsky et Delta méthode

Les deux propositions ci-dessous sont utiles pour étudier les propriétés asymptotiques de certains estimateurs.

Proposition 5 (Lemme de Slutsky) Soient (X,,)nen €t (Yn)nen deuz suites de v.a.r., X une v.a.r. et a un nombre
réel tels que

X, 5XeY, 5.

Alors

Xo 4V 5 X +a, XY, 5 Xaet 32 5 X sia#0.

Remarque 4 Attention : les résultats de la proposition précédente ne sont plus vraies si Y, converge vers une variable
aléatoire Y non-dégénérée. On peut vérifier que si a est un nombre réel alors

L P
Y, S2a<Y, —a.

Premier exemple d’application de la proposition précédente. On a vu que sous des conditions générales on
a, lorsque n — oo,

avec Z ~ N(0,0?), p = E[X;], 0? = var(X;). Ce résultat suggere I’approximation

\/E(Xn — )~ N(0702)

pour n grand, ce qui s’écrit aussi

X —
\/E"T“ ~ N(0,1).

Ce résultat est difficile & utiliser en pratique (pour faire des intervalles de confiance ou faire des tests, cf la suite du

cours) car le parameétre o est généralement inconnu. On a vu que S, est un estimateur convergent de o et il semble

donc naturel de remplacer o par S,, dans 'expression précédente. Ceci peut se justifier en utilisant le lemme de Slutsky.

En effet, on a S, £ & et done \/ﬁ% 5 % c’est & dire que

\/EX’;,_ L A0, 1).
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A noter que la quantité \/ﬁ@ dépend uniquement de p et de ’échantillon (X1, ..., X,,) et que la loi limite ne dépend

pas de la loi des X;. Ce résultat sera utilisé dans la suite du cours pour construire des intervalles de confiance et des
tests d’hypotheses. En pratique, on admet généralement que I'approximation

X —

An T H ~ N(0,1)

s

est valide lorsque n > 30. Ceci est illustré sur des simulations ci-dessous.

Z10=NULL

Z30=NULL

Z100=NULL

mu=1

for (i in 1:1074){
x=rexp(10) #on peut remplacer la loi Exponentielle par une autre lot
Z10[1i]=sqrt (10)* (mean(x)-mu) /sd (x)
x=rexp (30)
Z30[i]=sqrt (30) * (mean(x) -mu) /sd (x)
x=rexp(100)
Z100[i]=sqrt (100)* (mean (x)-mu) /sd(x)

}

xx=seq(-4,4, 1)

par( c(1,3))

hist(Z10, c(-7,4), FALSE) #freq=FALSE permet de 'normaliser' l'histogramme
lines(xx,dnorm(xx), 'red') #ajout de la densité de la lot N(0,1)

hist(Z30, c(-7,4), FALSE)

lines(xx,dnorm(xx), 'red')

hist(Z100, c(-7,4), FALSE)

lines(xx,dnorm(xx), 'red')

Histegram of Z10 Histegram of 230 Histegram of Z100
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Deuxiéme exemple d’application de la proposition précédente. Soit (Xi,..., X,;) un échantillon de la loi de

Bernoulli de parametre 0 et F,, = % On a vu que lorsque n — oo

ViF,—0)5 Zet F, 50

—0 £ z
1-F,) — V0(1-9)

avec Z ~ N(0,6(1 —6)). On déduit de la proposition précédente que \/ﬁ\/FF"( c’est a dire que

Fn_e L

\/ﬁiFn(l o = N(0,1).

Ce résultat sera utilisé dans la suite du cours pour construire des intervalles de confiance et des tests d’hypotheses.
En pratique, on admet généralement que l'approximation

F,—0

vn F.(1-F,)

~ N(0,1)

est valide lorsque nf > 5 et n(1 — 0) > 5. Ceci est illustré sur les simulations ci-dessous.

Z10=NULL
Z30=NULL
Z100=NULL
theta=.7
for (i in 1:1074){
x=rbinom (10, 1, theta)
F=mean (x)
Z10[i]=sqrt (10) * (F-theta)/sqrt (F*x(1-F))
x=rbinom (30, 1, theta)
F=mean (x)
Z30[1]=sqrt (30) * (F-theta) /sqrt (Fx(1-F))
x=rbinom (100, 1, theta)
F=mean (x)
Z100[i]=sqrt (100) * (F-theta) /sqrt (F*(1-F))
}
xx=seq(-4,4, .1
par( c(1,3))
hist(Z10, c(-7,4), FALSE) #freq=FALSE permet de 'normaliser' l'histogramme
lines(xx,dnorm(xx), 'red') #ajout de la densité de la lot N(0,1)
hist(Z30, c(-7,4), FALSE)
lines(xx,dnorm(xx), 'red')
hist(Z100, c(-7,4), FALSE)
lines (xx,dnorm(xx), 'red')
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Proposition 6 (Delta méthode) Si T,, est un estimateur convergent de 0 et g est continue en 6 alors g(T,) est un
estimateur convergent de g(0). Si de plus

Vi(T, — 0) 5 N(0,02)
et g est dérivable en 6 avec g'(8) # 0 alors

Va(g(T) — g(8)) 5 N (0, (4 (6))%02).

Preuve. (idée de la preuve) : comme g est dérivable en 6 et T,, ~ 0, on peut écrire un développement limité de la
forme ¢(T3,) = g(6) + ¢'(0)(T, — 0) + R,,. On a done /n(g(Ty) — g(8)) = /ng' (0)(T,, — ) avec

Vg (0)(T,, — 0) 5 N(0, (¢/(9))%02).

Exemple d’application de la proposition précédente. On a vu que sous des conditions générales X,, est un

estimateur convergent de p et /n(X, — u) LN (0,0?) lorsque n — oo. Appliquons la proposition précédente avec

g(x) = exp(x). On en déduit que exp(X,,) est un estimateur convergent de exp(u) et

Vilexp(X,) — exp(n)) 5 N (0, exp(2u)0?).

2.5 Quelques méthodes d’estimation

Dans ce paragraphe, (Xi, ..., X,,) est un n-échantillon d’une loi Py avec § € © C R*. Ce paragraphe introduit deux
méthodes générales pour construire un estimateur de 6.
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2.5.1 Méthode des moments

On suppose que § € © C RF (k paramétres & estimer). On note m4(f) = E[X¢] le moment (théorique) d’ordre d de
la loi Py et My = % Yo X¢ son estimateur usuel (moment empirique). La méthode des moments dans sa version la
plus classique consiste a

1. exprimer les parameétres du modele en fonction des p premiers moments théoriques de la loi, c’est a dire trouver
une fonction G : R? — O telle que 8 = G(m1(0), ..., mp(6))

2. remplacer les moments théoriques par les moments empiriques. L’estimateur des moments de 6 est alors défini
par T = G(Mq, ..., Mp).

On peut vérifier que les estimateurs introduits pour les trois exemples du cours sont des estimateurs obtenus par la
méthode des moments.

+ Modele de Bernoulli : X, ..., X, ~jq Ber(f). Ona k =1 et 0 = G(E[X;]) avec G(z) = z. Un estimateur
de 6 par la méthode des moments est T'= G(M;) = X.

o Modéle de Poisson : Xj,..., X, ~q Pois(f). On a k =1 et § = G(E[X;]) avec G(z) = z. Un estimateur
de 6 par la méthode des moments est T = G(M;) = X. On pourrait aussi utiliser que § = var(X;) =
E[X?] — E[X)]? = G2(E[X;), E[X?]) avec Ga(z,y) = y — 2% et un autre estimateur de @ par la méthode des
moments est T = Go(My, My) = My — M = S%. En pratique, on favorise généralement les estimateurs basés
sur les moments d’ordre les plus faibles qui sont généralement les plus 'faciles’ & estimer.

], E[X?]) avec G(u,v) =

e Modéle Gaussien : Xi,..., X, ~jiqa N(i,0%). Onak =2 6 = (u,0) = G(E[X;
— (X,5).

(u, Vv — u?). Un estimateur de 6 par la méthode des moments est T' = G (M7, M>)

Sous des conditions générales, d’apres la loi des grands nombres et le théoréme centrale limite, les estimateurs des
moments sont convergents et asymptotiquement gaussiens. On peut alors en déduire, en utilisant la delta-méthode,
que si la fonction G est suffisamment réguliere alors les estimateurs basés sur la méthode des moments sont convergents
et asymptotiquement gaussiens (cf TD).

2.5.2 Meéthode du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance définie ci-dessous joue un réle fondamental en statistique. On suppose dans la premiere
partie du paragraphe que les variables aléatoires X; sont a valeurs dans un ensemble discret X. Le cas continu est
discuté dans un deuxiéme temps.

Définition 6 On suppose que X C N. On appelle alors fonction de vraisemblance la fonction
L(b;z1,...zn) = Bp[ Xy = 21, ..., Xy = @]

la probabilité d’observer les données (x1,...,x,) si 0 est la vraie valeur des paramétres. On appelle estimation du
maximum de vraisemblance la valeur de 6 qui mazximise cette fonction, c’est a dire

t=h(xy,...,xn) = argmazpco L(0; 21, ..., xp).

L’estimateur du mazximum de vraisemblance (EMYV) est alors lestimateur T = h(X1,...,Xy). Dans le cadre
de ce cours, on suppose que les variables aléatoires sont i.i.d. On a alors

L(O;21,...oan) = HPG[Xi = xy).
=1

Cette fonction s’écrit comme un produit, et il est généralement plus simple de prendre le logarithme pour transformer
ce produit en somme. On travaille alors avec la fonction de log-vraisemblance

10; 21,00 20) = I(L(O; 21, oy T)) = D In(Py[X; = 24))
i=1
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Revenons sur les deux premiers exemples du cours.

o Modele de Bernoulli : Xj,..., X, ~;;q Ber(f). On a
1—0siz; =0
Ceci se réécrit sous la forme
Po(X; = x;) = 0"(1 — 0)* =" pour x; € {0,1}.

La fonction de vraisemblance est donc donnée par

L(O;x1,...,xn) = HPG(Xi:$i)
i=1

= JJoa-o'=
i=1

I SRS vt

On en déduit la fonction de log-vraisemblance

n

10;xq,...,z,) = In(0) Z:cZ +In(l-0)(n— Z:z:z)

=1

<.

Afin de trouver le maximum de cette fonction, on peut calculer la dérivée (par rapport & 6)

OUO; 1, .oy Ty) D oiy T n

90 01—0) 1-6

Puis en étudiant le signe de la dérivée, on en déduit que la fonction de vraisemblance atteint son maximum en
LN 7. L'EMV est obtenu en remplagant les observations (zy, ..., 7, ) par les variables aléatoires correspon-
n =1 [ARS] 1 "

dantes dans I'expression précédente. On retrouve I'estimateur défini précédemment F' = %" | X;.

o Modéle de Poisson : Xi,..., X;, ~iiq Pois(6). On a Py[X; = x;] = ewp(—@)g—j. On en déduit que

x

z;
Do i
QLai=1 i

L(O; 21, ...,zpn) = exp(—nﬁ)ﬂ
i=1Ti:

puis que
n n

1(0;21,....;xn) = —nb + In(6) Zwl - Z In(z;!).

En dérivant cette fonction, on obtient

olb;xy1,...,,) 1 &
T = —n+ 9 le.

En étudiant le signe de la dérivée, on peut vérifier que PEMV de 6 est X. La figure ci-dessous montre la fonction
de log-vraisemblance associée au nombre de Cat Nat inondations.

thetat=1:10000 #valeurs de theta

1=NULL

for (i in 1:length(thetat)){

1[i]=sum(dpois(datasin$Nombre,thetat[i], TRUE)) #fonction de log-vratsemblance
i=i+1

}
plot(thetat,l, 0ILo 'theta', 'log-vraisemblance')
abline (v=mean(datasin$Nombre) , 'blue') #estimateur du mazimum de vraisemblance
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La vraisemblance se définit de maniére analogue dans le cas des variables aléatoires continues a partir de la densité.

Définition 7 On suppose que (X1, ..., X)) ~iiqa Po avec Py un loi qui admet une densité fo(x) par rapport a la mesure
de Lebesgue. On appelle alors fonction de vraisemblance la fonction de 6 définie par

n

L(6;z1,...,xy) = Hfg(xz)

i=1
On appelle fonction de log-vraisemblance la quantité
10521, ...;xpn) =In(L(0; 21, ..., Tp)).
et estimateur du maximum de vraisemblance

T = argmaxgco L(0; X1, ..., X,,).

Remarque 5 De maniére générale, la fonction de vraisemblance est définie par
L(6;x1, ..., 2n) = po(x1, e, Tn)

avec pg(x1,...,xy,) la densité du vecteur aléatoire (X1, ..., X,,) par rapport d une mesure de référence (usuellement la
mesure de comptage pour les lois discrétes ou la mesure de Lebesgue pour les lois continues).

Revenons sur le modeéle gaussien. On suppose alors Xi, ..., X,, ~iia N(u,02) et la densité de la loi N(u,0?) est

donnée par
2

1 (. —n)
fu,o(x) = U\/ﬁexp(_ 202 )

La fonction de vraisemblance est donc

L(/’L7 o521, 7.’17»,1) =



On en déduit que

Z?:l(xi — M)2

W, o521, ... Tp) = —nln(o) — gln(27r) - 52
o

puis les dérivées partielles

Opiareewn) _ 2oiy M) poiarn) _ _n o 2opey i)

o o2 do o o3

N3 o) _ Aoy
o - do

En résolvant les équations 5Tn) — 0, on obtient que (Z, s) est un point critique de la fonction

de vraisemblance puis que (X, S) est 'estimateur du maximum de vraisemblance des parameétres.

2.6 Information de Fisher

Dans ce paragraphe, on suppose que © C R (paramétre inconnu scalaire).

Définition 8 On appelle quantité d’information de Fisher apportée par un n-échantillon sur le paramétre 6 la
quantité suivante (si elle existe)

1.(6) = E[<az(9;xgé..,xn)>2}

En pratique, il est souvent plus facile d’utiliser 'une des deux formules données dans la proposition suivante pour
calculer 'information de Fisher.

Proposition 7 Si lVinformation de Fisher existe, sous des conditions générales (cf remarque ci-dessous), on a
. 2 .
I(0) = var(( 20250 )) et 1, (9) = — B[ ( ZH055Xa) )],

Preuve. On se place dans le cas des variables continues. La preuve dans le cas discret est similaire en remplacant les
signes [ par des signes >_. On part de la relation:

/L(G;xl,...,xn)dxl...da:n =1 (1)

qui vient du fait que L(6;x1,...,x,) est la loi de probabilité du n-échantillon (X, ..., X,,) de la loi Py. Notons que,
plus généralement, si g : R™ — R, on a

E[g(Xl,...,Xn)]:/ 9(x1, ey @) L(0; 21, ..y )day .. dy,

Ensuite, par définition de [, on a

OL(0; X1, ..., X,,)
a0

ol0; X1, ..., Xp,
— L(G;Xl,...,Xn)* (2)

En dérivant (1) par rapport & 6, et en supposant qu’on puisse intervertir les signes [ et 9, on obtient

0
0 = 30 RnL(9;$1,--~,$n)d$1~-~d$n
_ 9 L(6; )dxy..d
= /. $T1y ey Ty )T ... dTy,

En intégrant (2), on obtient alors que
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/L(Q;Xl,...,Xn)del...dxn ~ 0 3)

Par ailleurs, d’apres la remarque précédente, on a

olb; X1, ..., Xn)

/ L{0: X1 ooy X)) gy ol = E[w

00 ]
On a donc E[W] = 0 puis I,,(0) = var (W)] puisque la v.a. W est centrée.
En dérivant (3) par rapport a 6, on obtient

0%(0; Xy, ..., Xp 0 0
/ L(05X177Xn) ( 8192 ) + " %L(e;xla"'aXTL)%l(e;Xla'"aXn) =0

Puis, en utilisant & nouveau l'égalité 220X eXn) — 7g: x| X, ) 20X LaXn) o obtient la deuxieme égalité de

la proposition.

Remarque 6 1. La proposition précédente s’applique lorsque la vraisemblance est deux fois dérivable par rapport
a 0 (pour tout x) et qu’il est possible d’intervertir les signes 0 et [. Ces hypothéses sont vérifiées par les lois
usuelles dés que le support de la loi, c’est d dire l'ensemble Ag = {x|fo(x) > 0} , ne dépend pas de 0. Un exemple
classique pour lequel le support de la loi dépend de 0 est le cas ot les X; suivent une loi uniforme sur [0,6]. On
vérifie alors que la fonction de vraisemblance n’est pas dérivable (c¢f TD).

2. En utilisant la définition de la log-vraisemblance dans le cas des échantillons i.i.d., il est facile de vérifier que
UO;21,.cvxn) =D U(B;2;). On en déduit aisément que, si la proposition précédente s applique, alors I,(0) =

3. L’information de Fisher peut s’interpréter comme la quantité d’information apportée par l’échantillon pour es-
timer le paramétre inconnu. On a I,(0) > 0. SiI,(0) = 0 alors fo(x) = f(x) et la loi des observations ne dépend
pas du paramétre 0. Plus I,,(0) est grand, plus il est "facile” d’identifier le paramétre inconnu.

Prenons 'exemple du modéle de Bernoulli (X1,...,X,,) ~;q Ber(f) et vérifions que la proposition précédente
s’applique. On a vu que

100; X1, X)) = In(0) Y Xi+In(1=0)(n— > X;)
i=1 i=1
donc
61(0,X1, 7Xn) - Z?:l Xz 4 Z?:l Xl —n
00 N v 1-6
i X __n
0(1—-0) 1-6°

2
On en déduit que E[(W)] = 0 et donc que E[(W) | = var((w», puis que

I'information de Fisher est donnée par

_ i Xi n
I,(0) = war( o0 -0 1 _9)
B n
(1 —-06)
En dérivant un seconde fois, on obtient

0? " 1-20 n
—1(0; X1,..., X,) = X;
gz (0 X1 Xn) ; PI—02  1-6)2
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puis
0? n
[692 (0; X1, ..., Xn)] = “hi—6)

2 .
On retrouve bien que I,,(6) = —E[(W)]. On peut aussi vérifier que I,,(0) = nl(6).
On peut vérifier que la proposition précédente s’applique également aux deux autres exemples du cours.

Le théoréme suivant est fondamental en théorie de ’estimation.

Théoréme 1 (Borne de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao (FDCR))
Sous des conditions générales (cf remarque ci-dessous), si T est une estimateur sans biais de 6 alors
1

var(T) > .00

Preuve.

On se place toujours dans le cas des variables continues. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

8 Z(G,Xl, 7Xn))

0 1(0; Xq,..., X))? < Uar(T)var(ae

" 00

cov(T,

Ensuite, cov(T' ’391(9 X1,..,Xp)) = E[T%Z(G;Xl,...,X )] car @Z(G X1, ...,X,) est centrée. Donc

0 0
cov(T, ' 50 00; Xq,...,X,)) = /n T(z1,...,x )60 (0521, ooy ) L(O; 21, ...y Ty )dxy . dXyy
0
= /n T(x1,., )80 (0; 21, ..., xn)dxy...dxy,
_ 9 T( )L(0; Ydxy...d
= 90 B Tl1yeeey Ty 1 L1y eeey Ty )ATY...AT Y
0
= 5gEM
= 1
puisque E[T] = 6. ]

Remarque 7 A nouveau le théoréme précédent s’applique lorsqu’on peut dériver la vraisemblance deux fois par rapport
a 0 (pour tout x) et intervertir les signes @ et [. Ces conditions sont généralement vérifiées lorsque le support de la
loi me dépend pas de 6.

Le théoreme de FDCR donne une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais. Plus la quantité
d’information apportée par I’échantillon est grande, plus la borne de FDCR est petite.

Définition 9 On dira qu’un estimateur est efficace si il est sans biais et que sa variance est égale a la borne de
FDCR.

Par ailleurs, si il existe un estimateur efficace, alors il est unique p.s. En effet, soient T; et T5 deux estimateurs efficaces
de 6. T; et T5 sont donc sans biais et leurs variances sont égales & la borne de FDCR V. Considérons ’estimateur
T5 = DidT2 Ty est un estimateur sans biais de 6 de variance var(T3) = % (1 + cor(Ty,T3)). Comme var(T3) >V, on
en déduit que cor(Ty,T) =1 puis que 71 = T p.s..

Vérifions si les estimateurs introduits pour les exemples du cours sont efficaces.

o Modéle de Bernoulli (Xy, ..., X,,) ~;q Ber(f). L’information de Fisher est donnée par

n

1) = 57—y

L . . . . - )
Le théoreme de FDCR nous dit tout estimateur sans biais aura une variance supérieure a ( - ), Or, nous avons

vuque F = (X1 4 ... + X,,) est un estimateur sans biais de 6 et que sa variance est égale I,,(§)!. On en déduit
qu’il s’agit de I'unique estimateur efficace de 6.
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o Modele de Poisson X, ..., X,, ~;;q Pois(f). On a vu que

ol(O; 1, ..., xn) 1 <&
—80 = TH_E;%'

On en déduit donc que

I1,(0) = var(é ZXZ) =

i=1

|3

5=

puisque var(X;) = 6. Par ailleurs, on a vu que X,, est un estimateur sans biais de @ et que var(X,) = o=
1/1,,(11). On en déduit que X,, est un estimateur efficace de 6.

e Modéle gaussien (X, ..., X,,) ~iq N (i, 0%). On suppose que seul le parameétre y est inconnu. On a vu que

3l(u, 0321, 7xn) _ Z?:l(xi - /”')
ou o2 '

On en déduit donc que

Z;L:l(Xi — 1) _n

o2 )=

In(p) = var( .

Par ailleurs on a vu que X,, est un estimateur sans biais de u tel que var(X,) = %2 = 1/I,(p). On en déduit

que X'n est un estimateur efficace de p.
La proposition suivante établit que sous des conditions générales, 'EMV a de bonnes propriétés asymptotiques.

Proposition 8 Sous des hypothéses générales (cf remarque ci-dessous), U'EMV est convergent et asymptotiquement
gaussien et la variance asymptotique est donnée par linverse de l’information de Fisher

L
Vn(T, —0) %N(O,m

La preuve est admise dans le cas général. On peut vérifier directement que ce résultat s’applique aux trois exemples
du cours.

o Modéle de Bernoulli (X1, ..., X,,) ~q Ber(6). En utilisant le théoréme central limite, on a montré que

Vi(F, —0) 5 N(0,0(1 — 6)).

Par ailleurs, on a vu que I1(0) = 9(11_9) et le résultat s’applique bien.

o Modele de Poisson Xi, ..., X,, ~;iq Pois(f). On a E(X;) = var(X;) = 0, donc d’aprés le théoréme central
limite, on a
Vi(X, —0) 5 N(0,0).

Par ailleurs, on a vu que I1(0) = % et donc le résultat s’applique bien.

« Modéle gaussien (Xi,...,X,) ~iia N(u,0%). On suppose que seul le paramétre p est inconnu. D’aprés le
théoréme central limite, on a

Va(X, — ) 5 N(0,0?)

Par ailleurs, on a vu que I1(u) = % et donc le résultat s’applique bien.

Remarque 8 1. On peut donc en déduire, sous certaines réserves, que pour n grand E[T,] ~ 0 et var(T,,) = %@)'
Un tel estimateur est dit "asymptotiquement efficace”. Toutes ces bonnes propriétés (convergence, normalité
asymptotique avec variance asymplotique connue, efficacité asymptotique) justifient lutilisation de la méthode
du mazimum de vraisemblance comme méthode d’estimation par défaut pour les grands échantillons en statistique.

2. Pour que le théoréme précédent s’applique, il faut pouvoir dériver la vraisemblance trois fois par rapport ¢ 6 (pour
tout x), pouvoir intervertir les signes 9 et [ et que © soit un ensemble ouvert. Ces conditions sont généralement
vérifiées lorsque le support de la loi ne dépend pas de 6.
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3 Estimation par intervalle de confiance

Dans les paragraphes précédents, des méthodes permettant d’estimer la valeur d’un parametre inconnu 6 a partir
d’observations ont été proposées. Ces méthodes fournissent seulement une valeur (“estimation ponctuelle”), mais
ne permettent pas de quantifier la précision de cette estimation. Pour cela, on utilise généralement des intervalles de
confiance qui peuvent s’interpréter comme des marges d’erreur.

3.1 Construction d’intervalles de confiance pour la moyenne d’un échantillon Gaussien
lorsque la variance est connue

On se place sous les hypothéses du modeéle gaussien et on suppose donc que (X1, ..., X,,) ~iq N (i, 0%). On cherche
a estimer p, supposé inconnu, mais on suppose que l’écart-type o est connu. Ceci est rarement le cas en pratique, et
ce cas particulier a donc principalement un objectif pédagogique. Nous reviendrons sur la construction d’intervalles
de confiance pour la moyenne d’un échantillon sous des hypothéeses plus réalistes dans la suite de ce cours.

Avec les hypothéses ci-dessus, on peut montrer que X ~ N (y, %2) puis que \/ﬁ% ~ N(0,1) et donc

X —p

P[uoz/2 < \/ﬁ p

SUp_qp]=1-a

avec u, le quantile d’ordre o de la loi N'(0, 1), ce qui se récrit

g

PIX + ugo /2 e

<X +u |=1-«

g <
N
L’intervalle [X' +q 2 ﬁ; X4uq_qo /2 %] est un intervalle aléatoire (puisque les bornes dépendent des variables aléatoires

X1, ..., Xn) qui contient la vraie valeur du parametre p avec une probabilité 1 —«. Un tel intervalle est appelé intervalle
de confiance au niveau de confiance 1 — av pour p.

Définition : lintervalle aléatoire [a(X7, ..., X,,);0(X1, ..., X,,)] est appelé intervalle de confiance au niveau de
confiance 1 — « pour 0 si Pla(X1,...,X,) < 0 < b(Xy,...,X,)]] = 1 — «. L'intervalle [a(z1,...,2,); b(21, ..., 2n)] est
appelé fourchette d’estimation au niveau de confiance 1 — a.

moy=1.5 #vrate valeur de mu

sig=2 #wraie valeur de sigma

n=30 #tatlle échantillon

X=rnorm(n, moy, sig) #stimulation

mi=mean(X)-1.96*sig/sqrt(n) #borne inf de la fourchette d'estimation d 957
ma=mean(X)+1.96*sig/sqrt(n) #borne sup de la fourchette d'estimation d 957

c(mi,ma) #fourchette d'estimation & 95/ pour mu

## [1] 0.6334676 2.0648492

#vérifions si la vrate valeur est dans l'IC 4 95) avec un proba de 957
N=10"3
for (i in 2:N){
X=rnorm(n, moy,sd=sig) #simulation
mi[i]=mean(X)-1.96*sig/sqrt(n)
ma[i]=mean(X)+1.96*sig/sqrt(n)
}

sum(moy>mi & moy<ma)/N #compte le nombre de fois que la vraie valeur est dans l'intervalle

## [1] 0.947
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#doit étre proche de 95)

3.2 Construction d’intervalles de confiance pour la moyenne d’un échantillon Gaussien
lorsque la variance est inconnue

On se place dans le méme cadre que dans le paragraphe précédent, mais on ne suppose plus que la variance o2 est
connue. Il semble alors naturel de remplacer o2 par son estimateur S? dans les expressions du paragraphe précédent.
Le point de départ pour construire un IC était

X —
va=—E

~ N(0,1).

Cela amene a la question suivante : quelle est la loi de \/ﬁ%(?

3.2.1 Lois du x? et de Student

Les lois du x?, de Student (et de Fisher) introduites dans ce paragraphe sont couramment utilisées en statistique, en
particulier lorsque l'inférence statistique porte sur des échantillons gaussiens.

Définition 10 On appelle loi du x? a n degrés de liberté la loi de X = U} +U3Z + ... + U2 avec (U, Us, ...,Uy) ~iia
N(0,1). On notera X ~ x2 et Xn.o le quantile d’ordre o d’une loi x?.

Remarque 9 1. 8i (X1,.y X0) ~isa N(u,0%) alors

Nous verrons dans le paragraphe suivant ce qu’il se passe quand on remplace p par X dans l’expression ci-dessus.

2. On peut vérifier que si X = U ~ x? alors X ~ Gam(%,Q) (exercice). En utilisant les propriétés usuelles sur

la somme des lois Gamma (cf TD), on en déduit que la loi x? est identique a la loi Gam(%,2). Ceci permet en

particulier d’obtenir une expression explicite pour la densité de la loi du x>.

Définition 11 On appelle loi de Student a n degrés de liberté la loi de

avec U ~ N(0,1) et X ~ x2 une v.a. indépendante de U. On notera T ~ T, et t, o le quantile d’ordre o de la loi T,,.

Remarque 10 Comme pour la loi normale, on peut vérifier que la densité de la loi de Student est paire et que
tn,a = —tn,1—a pour a €]0,1].

Comme pour la loi normale, il n’existe pas d’expressions analytiques simples pour les fonctions de répartition et des
tables statistiques ou des logiciels de statistique (R, Python, Excel,...) sont utilisés pour obtenir les quantiles des

loi de Student et du x2. Ces quantiles seront utilisés dans la suite du cours pour réaliser des tests ou calculer des
intervalles de confiance.

3.2.2 Théoréme de Cochran et application aux échantillons gaussiens
Le théoreme de Cochran ci-dessous est fondamental en statistique.

Théoréme 2 Soit E et F deuz espaces orthogonaur de R™ et X ~ N(u,0%1,). On note ngp(X) (resp. mr(X)) le
projeté orthogonal de X sur E (resp. F). Alors
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1. mp(X) et mp(X) sont des vecteurs gaussiens indépendants,

—T 2
o, LreOm il oy

Preuve. 1. Soit A [resp. B] la matrice de 7g [resp. 7p] dans la base canonique. Soit z,y € R". On a ng(z) € E
et mp(x) € F et donc, comme E et F sont orthogonaux, on obtient que < 7g(z),7r(y) >= 2T AT By = 0, puis

que ATB = 0. NotonsYz(ééi)zCXavech(é

variance-covariance est donnée par

AAT  ABT A 0
2 T 2 2
oCI,C —O’<BT BBT)_U<O B)’

). Y est un vecteur gaussien dont la matrice de

On en déduit que AX = 7g(X) et BX = 7p(X) sont indépendants.
2. On peut se ramener au cas = 0 et 0 = 1 puisque
X _ 2

g

lre(X) — @l _
2

- (=)

et XU_“ ~ N(0,1,). Soit (u1,...,u,) une base orthonormée de E et L = (uq|ug|...|u,). On a alors

P
WE(X):Z<X7U1‘>U1‘

1=1
et
e (X)* =" < X,u; >2.

Notons alors Y = LT X de telle maniere que ¥; =< X,u; >. Ona Y ~ N(0,LTL) avec LTL = I,, (car (uy, ..., up) est
une base orthonormée), et donc Y1, ..., Y, ~iq N(0,1). Par définition de la loi du x?, on en déduit que |ms(X)|? =
Y% ~ X3 =

La proposition suivante est couramment utilisée pour faire des tests et des intervalles de confiance pour ’espérance et
la variance d’échantillons gaussiens.

Proposition 9 Soit (X1,..., Xp,) ~iia N(u,0?). Alors

1 X ~ N 2)

S?2 2
2. ngz ™~ Xn—1

3. X et S? sont indépendantes

4' \/nf]-%’\’ n—1

Preuve.
On a déja démontré 1.
On va démontrer les points 2., 3. et 4. en utilisant le théoréeme de Cochran vu dans le cours de modele linéaire.

On note X = (X1,..., X,,)T (X7 est la transposée du vecteur X). X est un vecteur gaussien, et plus précisément
X ~ N(fi,021,) avec ji = (g, ..., u)T.

Posons u = ﬁ(l, ..., 1)T notons E le sous espace engendré par u et mx(x) le projeté orthogonal du vecteur x sur E.
On vérifie que u est un vecteur normé (uZu = ||ul|® = 1) puis que

mp(z) = (w'z)u = (z,..,z)"

7 — 1§ ,
avec T = - > ., ;.
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On en déduit que
mpL(z) =z —7ng(z) = (21 — Z,...,xn — Z)7.

On vérifie en particulier que mg. () = 0 (attendu car i € E).

D’aprés le théoreme de Cochran, mp(X) et w5 (X) sont des vecteurs aléatoires indépendants. On en déduit que X

[ (O]
n

(X = (1,0, O)m(X) est une fonction de m(X) ot 57 — L7220l

est indépendant de S? = en utilisant le lemme de regroupement

est une fonction de w1 (X)).

Toujours d’apres le théoréeme de Cochran, on a

Impe (X) —mpe(@° 5
o2 X Xdim(EL)

avec w1 (1) = 0, |7pL (X)|? = nS2?, et dim(EL) = n — dim(E) =n — 1.
D’aprés 1., on a U = ﬁ% ~ N(0,1). D’apres 2. et 3., ni—z ~ x2_, et est indépendant de U. On en déduit 4. en
utilisant la définition de la loi de Student. [ |

3.2.3 Intervalle de confiance pour I’espérance d’un échantillon gaussien

La proposition 9 permet en particulier de construire un intervalle de confiance pour l’espérance d’un échantillon
gaussien de taille quelconque et de variance inconnue. Dans ce paragraphe, on suppose que

()(17 ey Xn) ~iid ./\/(,u, 0'2)
avec i et o des paramétres inconnus (modeéle gaussien). D’apreés la proposition précédente, on a

X —

\/n—l MN7;L71

On en déduit que

X —
P (tn—l,a/2 <vn-1 S = < tn—l,l—a/2> =1l-aq,
avec i, o le quantile d’ordre « de la loi T}, puis que
PlX+t S cu<x +t S
n—1,a =~ >~ n— —a = —
1, /2\/m 14 1,1 /2m

Finalement, [X +itn-1,a /2\/%; X+ tn-1,1-a/2 \/%} est un intervalle de confiance au niveau de confiance 1 —« pour
.

(X, — X)? mais on peut facilement

Remarque 11 Les résultats sont énoncés avec l'estimateur biaisé S* = L 3"
les adapter pour ’estimateur sans biais

§2,, = g2 LS x,— %)

corr

On a donc _
X—p

n—1
Scor'r‘

vn

et {)_( +tn_1,a/2 S%"‘;X' +iln11-a/2 S\L/"RL} est un intervalle de confiance au niveau de confiance 1 — o pour p.

On reprend les données Cat Nat (montant des sinistres) et on cherche a calculer un intervalle de confiance
pour 'espérance du montant des sinistres afin de calculer une prime d’assurance. Si on suppose que les montants des
sinistres proviennent d’un échantillon gaussien, on peut alors calculer une fourchette d’estimation & 95% avec les codes
ci-dessous.
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X=datasin$Montant #Données
mean(X) #estimation ponctuelle de la moyenne

## [1] 608.7838

n=length(X)

#la fonction gt donne les quantiles de la lotis de Student

mi=mean(X)+qt(0.025,df=n-1)*sd(X)/sqrt(n) #borne inférieure de la fourchette d'estimation pour mu
ma=mean (X)+qt (0.975,df=n-1) *sd (X) /sqrt (n) #borne supérieure de la fourchette d'estimation pour mu
c(mi,ma) #affichage des résultats

## [1] 441.5630 776.0046

t.test(X) #alternative : la fonction t.test renvoie L'IC d 95

##

## One Sample t-test
##

## data: X

## t = 7.3835, df = 36, p-value = 1.038e-08

## alternative hypothesis: true mean is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## 441.5630 776.0046

## sample estimates:

## mean of x

## 608.7838

3.2.4 Intervalle de confiance pour la variance d’un échantillon gaussien

On peut également utiliser le résultat du paragraphe 3.2.2 pour construire des intervalles de confiance et des tests
pour la variance d’un échantillon gaussien de taille quelconque et de moyenne inconnue. On suppose toujours dans ce
paragraphe que

()(17 ciey Xn) ~iid N(M, 0'2)

avec p et o des parametres inconnus. On a montré que
SQ

2
n; ~ Xn—1-

On en déduit que
S2

P (Xn—lya/Z sng s Xn—l,l—a/2> =1-«

avec Xn,q le quantile d’ordre « de la loi x? puis que

2 2
P(nS<J2<nS>:1—a

Xn—1,1—a/2 Xn—1,a/2
. 52 g2 52 52 . .
Finalement, |n in = |(n —1)—=eer=—: (n — 1)—<2=r—| est un intervalle de confiance au niveau de
Xn—1,1—a/2 Xn—1,a/2 Xn—1,1—a/2 Xn—1,a/2

confiance 1 — a pour o2.

On reprend les données Cat Nat (montant des sinistres). Les codes ci-dessous permettent de calculer une
fourchette d’estimation pour la variance du montant des sinistres sous ’hypothése que les données proviennent d’un
échantillon gaussien.
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var(X) #estimation (sans biais) ponctuelle de la wvariance du montant des sinistres

## [1] 251539.4

#la fonction gqchisq donne les quantiles de la lois du chi2
mi=(n-1)*var(X)/qchisq(0.975,df=n-1) #borne inférieure de la fourchette d'estimation pour sigma
ma=(n-1) *var (X) /qchisq(0.025,df=n-1) #borne supérieure de la fourchette d'estimation pour sigma
c(mi,ma) #affichage des Tésultats

## [1] 166345.9 424422.0

sqrt(c(mi,ma)) #fourchette estimation pour sigma

## [1] 407.8552 651.4768

Remarque. Si i est connu, on peut construire un IC pour ¢ en utilisant que

Z?:1(Xi - N)Q 2

0_2 ~ XTL

3.3 Intervalle de confiance asymptotique pour ’espérance d’un échantillon quelconque
de grande taille

Dans ce paragraphe, on suppose que (X7, ..., X,;) un n-échantillon d'une loi vérifiant var(X;) = 02 < 400 et on note
Lorsque la taille de I’échantillon n est suffisamment grande, on peut construire des intervalles de confiance pour la
moyenne £ en utilisant les propriétés asymptotiques de X et S2. On a montré, en utilisant le lemme de Slutsky, que

T;“QN(OJ)

et donc que pour n “grand”

\/ﬁ% ~ N(0,1).

A noter que cette approximation est valable méme si I’échantillon n’est pas gaussien. En pratique, on suppose
généralement que cette approximation est valide dés que n > 30. On a alors :

X, —
Plug /s < \/7575 < Up_qpe] @1 —a
puis

Sy Sy
vn vn

L'intervalle [X,, + uq /2%;)5" + U2 %] est appelé “intervalle de confiance asymptotique” au niveau de
confiance 1 — a pour p.

P[Xn—i—ua/Q SMSXn—&—ul,a/Q J~1-«

Remarques.

1. On peut vérifier que

- S, - Y
P[Xn + ua/27% < 14 < Xn +u17a/27%] —1-a
lorsque n — 400. L’intervalle de confiance est centré sur la moyenne empirique X,, puisque u, /2 = —Ul_q/2-

La largeur de l'intervalle de confiance dépend de plusieurs facteurs
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e plus le niveau de confiance 1 — « est proche de 1, plus I'intervalle est large;
e plus 'écart-type empirique S,, est grand, plus I'intervalle est large;
e plus le nombre d’observations n est grand, plus l'intervalle est étroit.

2. Sin est grand, alors ¢, o &~ u, et on obtient des résultats similaire en utilisant 'hypothése gaussienne (paragraphe
3.2.3). Ceci est illustré par les codes ci-dessous sur Iexemple des sinistres Cat Nat.

3. On obtient toujours un intervalle de confiance asymptotique en remplacant S;, par Sy corr dans les expressions
ci-dessus.

X=datasin$Montant #Montant des sinsitres
mean(X) #estimation ponctuelle

## [1] 608.7838

n=length(X) #taille de l'échantillon n
n

## [1] 37

s=sqrt(n-1)/sqrt(n)*sd(X) #estimation biaisée de sigma
S

## [1] 494.7131

mi=mean(X)-1.96x*s/sqrt(n) #borne inférieure de 1'IC
ma=mean(X)+1.96*s/sqrt(n)  #borne supérieure de 1'IC
c(mi,ma) #affichage des résultats

## [1] 449.3763 768.1912

#Fourchette d'estimation asymptotique 4 95 pour le montant moyen des sinistre

#comparaison des densités des lois de Student et Gaussienne

xx=seq(-4,4,by=.01)

plot(xx,dnorm(xx) ,type='1l') #densité loi normale

lines(xx,dt(xx,df=5),col="red') #densité loi de Student d 10 ddl

lines(xx,dt(xx,df=30),col='blue') #densité loi de Student d 30 ddl

legend('topleft', legend=c("N(0,1)", "T(5)" , "T(30)"),
col=c("black", "red", "blue"), lty=1)
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0.4

0.3

dnormix)
0.2
|

0.1

#la lot de Student d 30 ddl (bleu) est trés proche de la lot N(0,1) (noir)

3.4 Intervalle de confiance asymptotique pour une proportion

On se place sous les hypothéses du modeéle de Bernoulli et on suppose donc que (X7, ..., X;,) ~;iq Ber(6). 1l est
également possible de construire des intervalles de confiance pour la proportion @ lorsque n est grand. En utilisant le
TCL et le lemme de Slutsky, on a montré que pour n “grand’’

F-0

\/ﬁm ~ N(0,1) (4)

Si on suppose que cette approximation est valide, on en déduit que

F-0
Plug o < Vn————= < Uj_qpn]~1—«
[Uasa < Vn i /2]
puis que
F1-F) F1-F)
P[F+UQ/QT <0< F+u1—a/QT} ~l-a
Donc [F'+uq /o 7\/F\(}H_F); F+ui_q/ 7%17:}7)] est un intervalle de confiance asymptotique au niveau de confiance 1 —«

pour 6.

Remarque 12 FEn pratique, on suppose généralement que l'approzimation (4) est valable dés que nf > 5 et n(1—0) >
5. Comme 6 est inconnu en pratique, on vérifie a posteriori si les conditions sont vérifiées pour les bornes de l'intervalle

de confiance, c’est a dire n(f + ua/gi”f\(};f)) >5etn(l—f— ul,a/g%) > 5. Si ces conditions ne sont pas

vérifiées, il est possible de construire des intervalles de confiance en utilisant la loi exacte de F (on sait que nF suit
une loi Binomiale).
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Pour ’exemple du sondage, une fourchette d’estimation (asymptotique) pour 6 est [0.45;0.51] (cf code ci-dessous).
On obtient donc une marge d’erreur d’environ 6%. On vérifie que les conditions n(f —uq /2 7”1%#)) >5etn(l—f—

VIA-F)

Ul_a/QT) > 5 sont (largement) vérifiées.

£=.48
n=1000
c(£f-1.96*sqrt (f*(1-£))/sqrt(n) ,f+1.96*sqrt (£*x(1-£))/sqrt(n))

## [1] 0.4490345 0.5109655

3.5 Autres modeles paramétriques

Prenons 'exemple du modeéle de Poisson. On a vu que
(X, —0) 5 N(0,6)

lorsque n — oo et on est a nouveau dans une situation ou la variance asymptotique dépend de #. Deux approches sont
couramment utilisés pour construire un intervalle de confiance asymptotique dans cette situation.

o Utilisation du lemme de Slutsky : le lemme de Slutsky justifie le remplacement des parametres inconnus
dans l’expression de la variance asymptotique par des estimateurs convergents. Pour ’exemple du modele de
Poisson, on obtient _

X,—0
"2 5 N(0,1)

VvV Xn

lorsque n — oo. En utilisant cette expression, on peut vérifier que [Xn —1.96 V\/)%";Xn + 1.96 V\/);"] est un

vn

intervalle de confiance asymptotique & 95% pour 6.

e Stabilisation de la variance : dans cette approche, on cherche une fonction g telle que
> L
Vn(g(Xn) — g(0)) = N(0,1)
lorsque n — oco. En utilisant la delta-méthode, on a
> L
V(g(Xa) = 9(6)) = N0, (9'(6))%0)

lorsque n — oo et on doit donc prendre g de telle maniére que ¢'(6) = %, c’est a dire g(f) = 2v/0. On a donc

2\ X = VB) 5 N (0, 1)

_ 2 _ 2
et on en déduit que [(\/ X, — @) ; ( X, + @> ] est un intervalle de confiance asymptotique & 95% pour
0.

En faisant un développement limité & I'ordre 1, on peut vérifier que les deux expressions sont équivalentes lorsque
n — +o0o. On peut utiliser ces résultats pour calculer une fourchette d’estimation pour le parametre de la loi de
Poisson sur 'exemple des données Cat Nat (en supposant que I'approximation asymptotique est raisonnable).

n=length(datasin$Nombre)
c(mean(datasin$Nombre)-1.96*sqrt (mean(datasin$Nombre))/sqrt(n),
mean(datasin$Nombre)+1.96*sqrt (mean(datasin$Nombre))/sqrt(n)) #premiére formule

## [1] 2612.344 2645.386
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c((sqrt (mean(datasin$Nombre))-1.96/2/sqrt(n)) "2,
(sqrt(mean(datasin$Nombre))+1.96/2/sqrt(n)) "2) #deuziéme formule

## [1] 2612.370 2645.412

4 Tests paramétriques

4.1 Généralités sur les tests

Un test statistique permet de vérifier si certaines hypotheses faites sur la valeur des parametres sont réalistes ou non.
Plus précisément, dans le cadre de ce paragraphe, nous nous intéresserons a tester des hypotheses de la forme

Hy : 0 = 0y contre '’hypothese alternative Hy : 6 # 6

avec 6y € © une valeur fixée. On supposera donc que Hy est une hypothese simple, qui spécifie la valeur des parametres,
et que H; est 'hypothése complémentaire a 'hypothese nulle (c’est a dire que H; peut se réécrire sous la forme “H
fausse”).

On distingue usuellement deux types d’erreurs.

e L’erreur de premiére espéce qui consiste a rejeter Hy alors que Hy est vraie. On appelle risque de premiére
espéce « la probabilité de refuser Hy alors que Hy est vraie.

e L’erreur de deuxiéme espéce qui consiste a accepter Hy alors que Hy est fausse. On appelle risque de
deuxiéme espéce [ la probabilité de choisir Hg alors que Hg est fausse.

En pratique, on fixe généralement le risque de premiere espéce a (valeurs courantes : 10%, 5% ou 1%) et Hy joue un
role plus important que H;. Le but du test est de vérifier si I’hypothése H; est crédible pour les données
étudiées.

Par contre, il est généralement impossible de calculer le risque de deuxiéme espéce si I’hypothése H; est une hypothése
complexe de la forme H; : 0 # 6. En effet, la loi de I’échantillon est généralement inconnue sous H;. H; est choisie
uniquement par défaut si Hy n’est pas considérée comme crédible pour les données étudiées.

P =1 — [ est appelé la puissance du test. Lorsque c’est possible, pour un risque de premiere espece « fixé, il est
naturel de chercher & construire le test dont la puissance est la plus grande.

Les différentes erreurs sont résumées dans le tableau 2.

Vérité \Décision On accepte Hy On refuse Hy
Hj est vraie Bonne décision, Probabilité 1 — a  Mauvaise décision, Risque de premiere espece «
Hj est fausse Risque de deuxieéme espece [ Bonne décision, Probabilité P =1—

Table 2: Risques de premiére et deuxieme espece

4.2 Tests pour une moyenne

On dispose d’un n-échantillon (X7,..., X,;) d’une loi d’espérance inconnue p = E[X;] et on veut tester I'hypothése
simple de la forme

Hy : o = po contre I'hypothese alternative Hy @ # po
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avec o une valeur fixée (par exemple pg = 0). En pratique, il semble naturel d’accepter Hy si X est “suffisamment
proche” de pg. Ceci est formalisé plus précisément ci-dessous.

Premier cas : supposons que (X1, ..., X,,) ~iiq N (i, 0?) avec o connu (cf paragraphe sur les intervalles de confiance).
On a alors

X —
Donc, si Hy est vraie, on a u = pg et
X — o
o

Prro[tias2 < Vn SUp_qp]=1-a. (5)
La notation Py, (A) désigne la probabilité de I’événement A lorsqu’on suppose que 'hypothese Hy est vraie. On adopte
alors la régle de décision suivante :

X—Ho

 on accepte Hy si y/n - € [ua/z,m_a/ﬂ;

e on refuse Hy sinon.

On accepte donc Hy lorsque ,
X € [0 + Yo/~ f10 + U1 —a /2]
Ho a/2 \/7?/10 1 a/2\/ﬁ
c’est & dire lorsque la moyenne empirique X est “suffisamment proche” de jio. Cette régle de décision semble donc
relativement intuitive. De plus, d’apres (5), elle est construite de telle maniére que la probabilité d’accepter Hy alors
que Hj est vraie est égale a 1 — « : le risque de premiére espeéce est donc bien égal a a.

Dans le vocabulaire des tests statistiques, on appelle

o« T=n%t1a statistique de test : c’est la statistique qui est utilisée pour prendre la décision.
g

e zone d’acceptation l'ensemble des valeurs de la statistique de test T pour lesquelles on accepte Hy, ici
[ua/27ulfoc/2[-

e zone de rejet 'ensemble complémentaire des valeurs de la statistique de test T pour lesquelles on rejette Hy,
ici ] - o0, ua/2[U}u1—o¢/2a +OO[

Exemple. Un client commande a son fournisseur un lot de thermometres. Afin de tester la qualité des thermometres,
le client en choisit n = 20 au hasard et les plonge dans un liquide & 20 degrés. Il obtient les résultats suivants : 20.2,
20.4, 20.1, 19.8, 20.1, 20, 20.5, 20.2, 20.3, 20.1, 20.4, 20.6, 20, 19.9, 20.3, 20.4, 20.1, 20.1, 20.3, 20. On suppose que
les températures données par le thermometre suivent une loi normale ’espérance p avec un écart-type o = 0.5 (valeur
donnée par le fournisseur). La moyenne empirique de I’échantillon est z = 20.19. On va utiliser le test avec pg = 20
pour tester

Hy : ;=20 contre Hy : p # 20.

Si Hy est vraie, alors cela signifie que les thermomeétres donnent la bonne température en moyenne. La statistique de
test prend la valeur t = \/ﬁ% = mw = 1.70. Si on fait un test avec un risque de premiere espeéce o = 5%,
alors on accepte Hy car 1.70 < u;_o/2 = 1.96. Par contre, si on prend o = 10% alors on obtient u;_, /o = 1.64 et on
refuse Ho car 1.70 > uy_q /2.

Lorsqu’on fait un test avec un logiciel de statistique (R, SAS, Excel, Python...), le résultat est donné sous la forme
d’une “p-value” (ou “degré de signification”). Pour le test précédent, cette p-value est définie par

po = P[IU] > [¢]]

avec U ~ N(0,1) et t la valeur prise par la statistique de test sur les données. On vérifie qu’on accepte Hy avec un
risque de premiere espece « si et seulement si p, > a. La p-value est souvent interprétée comme une indication de
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la crédibilité de I’hypothése Hj : une p-value faible indique que ’hypothese Hj est peu crédible. Sur l'exemple des
thermometres, on obtient

po=PlU| > |t =2+ PlU > |t]] =2 P[U > 1.7 =2« (1 — P[U < 1.7))

avec P[U < 1.7] = ¢(1.7) ol ¢ désigne la fonction de répartition de la loi A(0,1) qui est disponible dans les tables
ou logiciels statistiques (fonction prnorm dans R). On obtient p, = 0.089 : on retrouve donc que Hy est acceptée pour
a = 5% mais est refusée pour o« = 10% (la p-value est la valeur de a & partir de laquelle on refuse Hp).

Deuxiéme cas : On suppose que (X7,..., X,,) est un échantillon gaussien avec X; ~ N(u,0?). On utilise alors la
statistique de test

T=+vn-1

Si Hy est vraie, alors T ~ T,,_1 et
PHo [tn—La/Q <T< tn—l,l—a/2] =l-a

On adopte alors la régle de décision suivante:

e on accepte Hy siT = /n — 1)2’;”0 € [tn—1,0/2>tn—1,1—a/2;

e on refuse Hy sinon.

La p-value du test est donnée par
po = PU] > [t]]

avec U ~ T, _1 et t la valeur prise par la statistique de test sur les données.

Exemple. Afin de calculer une prime d’assurance, un actuaire part de I’hypothése que ’espérance du montant
annuel des sinistres Cat Nat est égal 800 millions d’euros. Afin de vérifier si c’est raisonnable, on peut réaliser le test
de ’hypothese

Hy : ;o =800 contre Hy : p # 800

avec 1 'espérance du montant des sinistres Cat Nat. La statistique de test prend la valeur ¢ = +/ 37% =—-2.32

(cf code ci-dessous) et on refuse donc Hy pour o = 5% car t < —2.02 = ln—1,a/2- La p-value du test est égale a
p, = 0.02. On retrouve qu’on refuse Hy pour o = 5%, mais par contre Hy est acceptée pour a = 1%.

X=datasin$Montant #Montant des sinistres

n=length(X)

t=sqrt(length(X))*(mean(X)-800)/sd(X) #statistique de test
t #valeur prise par la statistique de test

## [1] -2.319117

qt (0.975, n-1)

## [1] 2.028094

2x(1-pt(abs(t), n-1)) #p-value du test

## [1] 0.02617782

t.test (x=X, 800) #on retrouve les mémes wvaleurs avec la fonction t.test
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#it

## One Sample t-test

#i#

## data: X

## t = -2.3191, df = 36, p-value = 0.02618
## alternative hypothesis: true mean is not equal to 800
## 95 percent confidence interval:

## 441.5630 776.0046

## sample estimates:

## mean of x

## 608.7838

Troisiéme cas : on ne suppose plus que I’échantillon est gaussien ni que la variance o2 est connue. Par contre, on
suppose que n est suffisamment grand (n > 30 ?) pour que I’approximation

X—p

-

~ N(0,1)
soit valable. Si Hy est vraie, on a pu = ug et

X—No
S

Proy[tias2 < Vn SUup_qpl~®l-a

On adopte alors la regle de décision suivante:

e On accepte Hy si \/ﬁxg“" € [Uas2, U1—a/2)-

e On refuse Hy sinon.

Ici la statistique de test est T = \/ﬁ% et la région de rejet est | — 00, uq/2[UJu1_q/2, +00[. La p-value du test est
donnée par
po =P[IU| > [t]]

avec U ~ N(0,1) et ¢ la valeur prise par la statistique de test sur les données.

Exemple. On refait le test précédent en utilisant I’approximation gaussienne. A nouveau, on refuse Hy pour a = 5%
car t < —1.96. La p-value du test est proche de celle obtenue en utilisant la loi de Student.

X=datasin$Montant #Montant des sinsitres
t=sqrt (length (X)) * (mean (X)-800) /sd (X)
t #valeur prise par la statistique de test

## [1] -2.319117

2x(1-pnorm(abs(t))) #p-value du test
## [1] 0.02038872

4.3 Test pour une proportion

On dispose d’un n-échantillon (X7, ..., X;,) d’une loi de Bernoulli de parameétre 7 inconnu, et on veut tester 'hypothése
simple

Hy : m = mp contre 'hypothese alternative Hy : m # mg.
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On a vu que pour n “grand” (cf paragraphe sur les intervalles de confiance, on suppose généralement que cette
approximation est valable lorsque nm > 5 et n(1 —7) > 5), on a

F—
Vi————— ~ N(0,1)
(1l —m)
Donc, si Hy est vraie, on a m = mg et
F—x
P, [uoz/2 <vn 0 < ul,a/g] ~1—«
7T0(1 — 7T0)

On adopte alors la regle de décision suivante:

e On accepte Hy si /n Fom ¢ [ua/g,ul_a/z]-

A/ 71'0(1771’0)

e On refuse Hy sinon.

Ici la statistique de test est T' = \/ﬁ\/% et la région de rejet est | — 0o, uq 2[UJu1_q 2, +00[. La p-value du test
est donnée par

po =P[|U| > [t]]
avec U ~ N(0,1) et ¢ la valeur prise par la statistique de test sur les données.

Exemple. On reprend 'exemple du sondage. Etant donnés les résultats de ce sondage, peut-on exclure que les deux
candidats sont a égalité? Pour répondre a cette question, on va réaliser un test de ’hypothese

Hy:m= % contre '’hypothése alternative Hy : m #£ %

ot _ 0.52-0.5  _ _ ~
La statistique de test prend la valeur ¢ = \/1000\/m 1.26. On accepte donc Hy pour a = 5%. La p-value du

test est égale p, = 0.21. Le résultat du sondage ne permet pas d’écarter que les deux candidats sont a égalité.

4.4 Test pour la variance d’un échantillon gaussien

On suppose dans ce paragraphe que
(X1, s Xn) ~iia N, 0°)

avec i et o des parametres inconnus. On a montré dans le paragraphe 3.2.2 que

On peut utiliser ce résultat pour tester I’hypothese
Hy : 0 = 0g contre 'hypothese alternative Hy : o # o0y.

On utilise la statistique de test
S2
90

Si Hy est vraie, alors X ~ x2_; et
Pry (Xn—1,072 <X < Xn-11-ay2) =1 —
On adopte alors la regle de décision suivante:
. 2
* on accepte Hp si X = nf—g € [Xn—1,a/2s Xn—1,1-a/2;

e on refuse Hy sinon.
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4.5 Test de comparaison de la variance de deux échantillons gaussiens indépendants

Définition 12 On appelle loi de Fisher a m et n degrés de liberté la loi de

_U/m
F—m

avec U ~ X2, et V ~ x2 une v.a. indépendante de U. On notera F ~ Fmn € fmn.a le quantile d’ordre o de la loi
Fon-

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on dispose de deux échantillons gaussiens indépendants
(le ceey X’nx) ~iid N(:U’Xa Ug{)

(Y17 "~7Yny) ~iid N(,U’Ya U%/)

On note X et Sg(,corr [resp. Y et S%,’com,] la moyenne et la variance empirique (estimateur sans biais) de I’échantillon
(X1, ., Xny) [resp. (Y1, ..., Y )].

Remarque 13 Ici on suppose que les échantillons (X1,...,Xny) et (Y1,..,Y,, ) sont indépendants, et donc que
toutes les variables aléatoires sont indépendantes. Cette hypothése n’est pas vérifiée pour les échantillons appariés.
Par exemple, si on mesure une certaine quantité (poids par exemple) d’un patient avant et aprés un traitement :
il n’est pas raisonnable de supposer que le poids aprés traitement est indépendant du poids avant traitement. Une
maniére de faire des tests pour comparer des échantillons appariés consiste d calculer les différences (la différence de
poids avant/aprés traitement dans Uexemple ci-dessus); tester 1’égalité des espérances revient alors d tester si on peut
supposer que l’espérance des différences est nulle.

On veut tester
Hy : 0% = 0% contre 'hypothese alternative Hy : 0% # 0%

2
S5¥ . corr

S5 . Lo
~ X%X—l et (ny —1)—=%" ~ X?ly—l et les deux variables aléatoires

D’aprés la proposition 9, on a (nx — 1)=25"=
sont indépendantes car les deux échantillons sont indépendants. On en déduit donc, d’apres la définition de la loi de
Fisher, que

O'%/ S?(,corr

2 2
Ox SY,corT

~ fnxfl,nyfl'

2
SX,corr

2
En particulier, si Hy est vraie, on a Z—%’ = 1 puis F' = 5= ~ Fuy—1ny-1. I est la statistique de test, et on
p.e

Y, corr

accepte Hy si et seulement si F' € [fr 11y —1,0/2: fux—1,ny —1,1—a/2] aV€C fryx 1.y —1,o le quantile d’ordre « de la loi
an—l,ny—l-

Exemple. Le régime d’indemnisation Cat-Nat ayant été modifié a plusieurs reprises depuis sa création, un actuaire
se demande si il est raisonnable de supposer que les montants des sinitres proviennent d’un échantillon identiquement
distribué ou si la loi a évolué au cours du temps. Il se demande en particulier si il est raisonnable de supposer que la
loi des sinistres est la méme sur la période 1984-2003 que sur la période 2004-2020. On peut commencer par comparer
les variances des deux échantillons en utilisant le test précédent.

x1=X[datasin$An<2004] #données avant 2004
x2=X[datasin$An>=2004] #données aprés 200/
var(x1) /var(x2) #statistique de test

## [1] 1.74361

var.test(x1,x2) #réalisation du test avec R
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#i#

## F test to compare two variances

#i#

## data: x1 and x2

## F = 1.7436, num df = 19, denom df = 16, p-value = 0.2659
## alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
## 95 percent confidence interval:

## 0.6462532 4.5170885

## sample estimates:

## ratio of variances

#it 1.74361

#Conclusion : on accepte l'égalité des wvariances

4.6 Test de comparaison de la moyenne de deux échantillons gaussiens indépendants
On se place sous les mémes hypotheses que dans le paragraphe précédent. On veut tester

Hy : px = py contre hypothese alternative Hy : ux # py
Pour réaliser le test, on va supposer que 0% = 0% = o2. Cette hypothése peut étre vérifiée en utilisant le test
— 2 — 2
du paragraphe précédent. D’aprés la proposition 9, on a X ~ N (ux, %) et Y ~ N(py, %
aléatoires sont indépendantes. On en déduit donc que

) et les deux variables

¢ v ok , o
X-Y ~Nux —py, =+ —2).
nx ny
Toujours d’aprés 1 ition 9 (nx — 1)%orr 032 et (ny — 1)Fser 2 et les d iabl
oujours d’apres la proposition 9, on a (nx T2 ™ Xanx—1 b (ny o7 Xiy 1 et les deux variables
aléatoires sont indépendantes. On en déduit donc que
2 2
( . 1) SX,corr + ( o 1) SY,corr ~ 2
nx V2 ny o2 Xnx+ny —2°
X Y
A noter que comme on a supposé que 0% = 0% = o2, |’ expression précédente se simplifie et
2 2
( o 1) SX,corr + ( . 1) SY,corr ~ 2
nx o2 ny o2 Xnxtny —2-

_ — 2 2
Par ailleurs, on vérifie que les variable aléatoires X — Y et (nx — 1)_5’(0# + (ny — 1)% ~ XB s iny_o sont
indépendantes (X est indépendante de S% d’apres la proposition 9 et X est indépendant de S% d’apres 'hypothese

d’indépendance entre les échantillons, idem pour Y).
Par ailleurs, si on suppose que Hy est vraie, alors px = py et donc
o 5, 1 1
X-Y~N[0,0(—+—)])).
nx ny
ce qui implique que o
X-Y
1 1
T\ ax T ay

On en déduit finalement que, si Hy est vraie alors

~ N(0,1).

_ Xy

1 1

V n tay

T = Vnx+ny —2 S S

Jix Ty —2 X-v
i + % \/(nX - 1)‘9?(,007“7- + (nY a 1)53%100”“

~ %x+ny—2
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_ (”X71)S§(,corr+(”)’71)s$/,corr I

. 2 . . . 2 ’ 7 .
Si on note SY y. o = P — estimateur sans biais de ¢, alors on peut réécrire

1 X-Y
/1 + 1 SX,Y,C()T'T .
nx ny

On adopte alors la regle de décision suivante : on accepte Hy si et seulement si T' € [ty 4ny —2,0/2: tnx +ny —2,1—a/2)-
La p-value du test est donnée par

T =

po =P[IU| > [t]
avec U ~ Tny4ny—2 €t t la valeur prise par la statistique de test sur les données.

Exemple. Vérifions si il est raisonnable de supposer que I'espérance des sinistres est la méme sur la période 1984-2003
que sur la période 2004-2020.

t.test(x1,x2, TRUE) #réalisation du test avec R
##

## Two Sample t-test

##

## data: x1 and x2

## t = 1.0468, df = 35, p-value = 0.3024

## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
## 95 percent confidence interval:

## -162.4781 508.3898

## sample estimates:

## mean of x mean of y

## 688.2500 515.2941

#Conclustion : on accepte HO
#Ezercice : faire le test sans utiliser la fonction t.test
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